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Résumé – L’objectif de cette étude est d’analyser par la méthode des éléments finis la 
réponse statique d’un treillis bidimensionnel en utilisant un logiciel de calcul matriciel. 
Lorsqu’une structure en treillis est soumise à des sollicitations constantes, elle présente une 
déformée statique. La méthode des éléments finis permet de connaitre les déplacements de 
chaque nœud et les contraintes dans chaque élément du treillis complexes. Les logiciels de 
calcul de structure par la méthode des éléments finis coûtent cher ; ainsi nous présentons une 
procédure basée sur la méthode des éléments finis pour calculer la déformée statique d’un 
treillis complexe en utilisant un logiciel de calcul matriciel. 
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Les treillis sont des structures qui sont largement utilisées en construction mécanique et en 
génie civil en raison des avantages qu’ils fournissent. Ils permettent de soutenir des structures 
comme : les ponts, les toitures, … l’étude de dimensionnement du treillis et de sa déformée 
statique est une question qui passionne les ingénieurs ; cela fait depuis plus de 20 ans que les 
ingénieurs font de tels calculs sur les pylônes électriques et les ponts en treillis notamment. 
Des nouveaux concepts en treillis sont apparus avec l’utilisation des aciers dans la conception 
et dimensionnement des ponts en treillis. Les méthodes analytiques permettent de calculer 
directement le treillis simple [1]. La méthode des éléments finis est indispensable pour les 
structures en treillis complexe (chargement multiples, géométrie ou forte hyperstaticité) [2]. 
Les logiciels d’éléments finis en calcul de structure (ANSYS, ABAQUS, …) coûtent chers. 
Nous présentons à la communauté scientifique une approche d’études des structures en treillis 
en utilisant un logiciel de calcul matriciel. Ces logiciels sont disponibles dans le milieu 
scientifique et la plupart sont gratuits. Les calculs par la méthode des éléments finis 
permettent de connaitre la déformée du treillis (déplacements des nœuds) et à déterminer 
rapidement l’état de contrainte dans les éléments du treillis. Les valeurs des contraintes sont 
un indicateur si le treillis reste dans le domaine élastique, et elles sont comparées aux valeurs 
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admissibles des contraintes des matériaux selon la nature de la sollicitation. La méthode des 
éléments finis permet d’effectuer les calculs numériques [3]. Par ailleurs, l’approche par la 
méthode des éléments finis pour un treillis à plusieurs degrés de liberté conduit à un grand 
nombre d’équations algébriques [4]. Ces équations sont difficiles à résoudre manuellement, 
étant donné que ces équations sont sous forme matricielle, l’utilisation d’un logiciel de calcul 
matriciel devient intéressante.  
1. Structure en treillis 
Une structure en treillis est un système triangulaire, composé d’un assemblage de barres 
horizontales, verticales et diagonales formant des triangles. Ces barres sont articulées entre 
elles, les articulations sont les nœuds du treillis. Les charges extérieures sont appliquées aux 
nœuds du treillis. Les barres ne travaillent qu’en traction compression et ces contraintes sont 
acceptables lorsqu’elles restent inférieures à la contrainte admissible de traction 
(compression) du matériau. La déformation de l’ensemble est modérée [1].  
A partir de la révolution industrielle, les structures en treillis sont devenues courantes en 
construction métallique, pour des ponts, avions, … un tel assemblage allie légèreté, résistance 
et rigidité. Les treillis peuvent éventuellement être pré-assemblés et utilisent des éléments 
normalisés (barres). 
Il existe trois catégories de treillis plans : le treillis composé, le treillis simple et le treillis 
formé de barres qui se chevauchent. 
Les Figures 1, 2 et 3 illustrent les structures en treillis. 
   
Figure 1. : Pont à tablier 
supérieur, sur le canal Erié 
[1]. 
 
Figure 2. : Pont à quatre 
travées à treillis sur le fleuve 
Orange à Aliwal North [1]. 
 
Figure 3. : Pont Bailey sur 
la Meurthe, France [1]. 
 
Nous pouvons nous interroger sur l’avenir des structures en treillis [1][3]. En raison de 
l’abondance du bois, les premiers ponts en treillis utilisaient comme matière première le bois. 
L’acier est utilisé pour les barres travaillant en traction et les bois pour les barres en 
compression. Les bois sont couverts afin de les protéger contre les intempéries. En 1920, le 
treillis de type Town fut breveté, il présentait l’avantage d’être facile à monter et de n’utiliser 
pas beaucoup de métal. Les ponts en treillis en fer forgé se sont développés en 1870 avec le 
remplacement du bois par le métal. En 1880, on remplace le fer par l’acier dans la conception 
et réalisation des ponts en treillis. Avec sa corde supérieure en arc, le pont Bowshing est 
devenu très courant. Les treillis sont utilisés dans les ponts provisoires ou les ponts pour 
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traverser un cours d’eau sans surélévation. Ils sont utilisés dans les ponts qui doivent 
supporter des charges importantes. Le pont en treillis en acier présentent l’avantage d’être 
ériger et transporter tout en étant capables de répondre aux conditions de chargement. Les 
ponts à treillis sont peut-être une première solution qui permet de répondre aux situations 
d’urgence ainsi que pour l’accès à des zones de faible trafic ou des zones rurales. D’une 
manière générale, les structures en treillis permettent d’utiliser moins de matière et donc un 
poids plus faible. Le coût de la main d’œuvre pour réaliser le treillis pèse parfois plus que le 
prix de la matière, sauf, si l’on trouve une structure en treillis déjà réalisé et pour laquelle 
aucune modification n’est à réaliser. 
Comparativement au profilé par exemple, le choix entre le profilé et le treillis dépend du prix 
de la main d’œuvre plus que de la technique. Comme nous l’avons vu le treillis est une 
solution technique optimum et indispensable afin d’économiser la matière de fabrication. Un 
treillis est toujours léger qu’un profilé. 
Pour des grandes charges en petite dimension, le massif s’impose pelleteuse, machine-
outil, … tandis que pour les très grandes dimensions à faible charges : grue légère, antenne, le 
pylône haute tension, le treillis s’impose.  
Compte tenu des avantages que la structure treillis présente en génie civil, les treillis ont un 
avenir et ainsi l’étude de ses structures est  d’une grande utilité. 
2. Calcul d’un treillis par la méthode des éléments finis  
Le treillis plan de la Figure 4, il est en aluminium de module d’élasticité 𝐸 = 7. 1010𝑁/𝑚2 et 
ses éléments ont une section circulaire 𝐴 = 2000 𝑚𝑚2. Nous calculons sa déformée statique 
due aux charges appliquée à l’aide de la méthode des éléments finis. 
 
Figure 4. : Treillis hyperstatique. 
Ce treillis est soumis aux charges verticales ; 21 éléments le constituent et ils sont reliés entre 
eux par les nœuds. Nous pouvons distinguer 10 nœuds sur ce treillis. Il peut être caractérisé 
entièrement par [2] : 
1. Son état de tension (efforts), 
2. Son état de déformation (déplacements) 
Avec la méthode des éléments finis, les inconnues primaires du problème sont des 
déplacements des nœuds, à partir desquels les efforts internes sont déterminés [5]. Les 
variables d’état (efforts ou déplacements) peuvent être décrites localement, à partir de 
variables de chaque élément ou globalement, à partir de variables communes pour l’ensemble 
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des barres du treillis (déplacement des nœuds), exprimées par rapport au système d’axes 
global [2]. 
Il est difficile d’établir un modèle du comportement statique global du treillis, associant 
déplacements mesurés en chaque nœud du treillis et sollicitations. Cependant il est possible de 
déterminer les relations entre efforts et déformations pour un élément seul. La méthode des 
éléments finis repose sur une décomposition du treillis en éléments simples dont on peut 
facilement modéliser le comportement individuel [5]. 
Nous pouvons décrire les étapes de résolution [2]. La méthode des éléments finis utilise une 
approximation simple des variables inconnues pour les transformer en équations algébriques 
les équations aux dérivées partielles. Il s’agit d’une méthode numérique pour résoudre les 
problèmes d’ingénierie. Pour calculer les déplacements des nœuds d’un treillis complexes ou 
simple ou une structure continue par la méthode des éléments finis, nous procédons par les 
étapes suivantes : 
 Discrétisation. Cette étape consiste à subdiviser le domaine étudié en petits éléments et 
nœuds. Pour le système discret, tel que les treillis, cette étape n’est pas nécessaire car 
le système est lui-même discret. Dans ce contexte, les résultats obtenus sont exacts. 
Pour le système continu, cette étape est très importante, et les résultats obtenus sont 
une approximation seulement. La précision des résultats dépend de la discrétisation 
utilisée. 
 Écrire la matrice de rigidité de chaque élément, il sera question de déduire la matrice 
de rigidité de chaque barre (dans le cas d’un treillis) ou élément du sous-domaine (dans 
le cas d’un système continu). 
 Assemblage de la matrice de rigidité globale. Elle est obtenue à partir de la matrice de 
rigidité de chaque élément ou élément du sous-domaine. Dans le paragraphe suivant 
§3, nous explicitons comment on obtient cette matrice à l’aide du Tableau 2. 
 Appliquer les conditions aux limites 
 Résolution des équations. Il s’agit de la relation : [K](d) = (f) 
 Obtention des informations supplémentaires, telle que les forces et les contraintes. 
Par rapport aux méthodes classique de calcul de treillis hyperstatique telle que : la méthode 
des forces ; la méthode des éléments finis présente l’inconvénient de conduire aux calculs 
fastidieux manuellement lorsque le système possède plusieurs degrés de liberté. 
3. Caractérisation de la matrice de rigidité  
3.1. Matrice de rigidité dans le repère local  
Associons un repère local (𝑥′, 𝑦′) à un élément barre 1 (parfaitement bi-articulée). Le repère 
local est choisi de telle sorte à faciliter l’expression des relations :  
 Les déplacements q′1 et  q′2 mesurés selon l’axe x′ de l’élément de barre, 
 Les efforts longitudinaux R′1 et R′2 aux deux nœuds de l’élément de barre.  
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Figure 5. : Elément en repère local. 
 
 La relation entre efforts généralisés et déplacements s’obtient à partir de l’expression 















 Pour une barre de section A, de longueur L et de module d’Young égal à E. La matrice 
de rigidité est donnée par l’expression suivante : 












3.2. Matrice de rigidité dans le repère global 
La méthode des éléments finis présente la description de l’état du système sous la forme de 
déplacements. La détermination des déplacements des nœuds donne la configuration 
d’équilibre du treillis. Pour ce cas plan, nous associons au nœud 𝑖 un déplacement vertical 𝑣𝑖 
et un déplacement horizontal 𝑢𝑖. La détermination des déplacements de nœuds donne l’état de 
déformation du treillis. Bien sûr certains nœuds sont soumis aux conditions de déplacement ; 
les matrices de rigidité locales permettent d’établir une expression linéaire entre déformations 
et efforts exprimés dans un système d’axes lié à chaque élément. On aboutit à un ensemble 
incohérent de systèmes d’équations dont les inconnues (déplacements) sont définies 
différemment lorsqu’on exprime les conditions d’équilibre en repère local pour chaque 
élément. Il est indispensable d’exprimer les propriétés des éléments relativement à un repère 
global, commun à tous les éléments. Les inconnus sont les déplacements nodaux, projetés 
dans un repère cartésien. 
 
Figure 6. : Elément en repère global. 
Pour passer du repère local au repère global, on réalise quelques projections géométriques 
élémentaires : 
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La matrice de transformation associant le vecteur 𝑞 des déplacements dans le repère au 
vecteur 𝑞′des déplacements dans le repère lié à l’élément est notée [𝑇]. Cette transformation 
peut s’exprimer pour les déplacements et les efforts appliqués aux nœuds : 
 (𝑞′) = [𝑇](𝑞) (5) 
 (𝑅′) = [𝑇](𝑅) (6) 
La relation suivante exprime la relation de comportement liant les déplacements et aux efforts 
en repère global : 
 [𝐾](𝑞) = (𝑅) (7) 
Avec [𝐾] = [𝑇]𝑇[𝐾′][𝑇]. 
Pour un élément des coordonnées(𝑥1, 𝑦1)  et (𝑥2, 𝑦2) ; cos 𝛼 =
𝑥2− 𝑥1
𝐿𝑒




La longueur de l’élément est donnée par : 𝐿𝑒 = √(𝑦2 − 𝑦1)2 + (𝑥2 − 𝑥1)2 
A partir de cette équation, on obtient l’expression de la matrice de rigidité globale de 
l’élément 𝑗 de longueur 𝐿, de module d’Young 𝐸, de section 𝐴 et incliné d’un angle α par 






cos2 𝛼    sin 𝛼 cos𝛼
sin 𝛼 cos 𝛼 sin2 𝛼
         − cos
2 𝛼 −sin 𝛼 cos 𝛼
−sin 𝛼 cos 𝛼 − sin2 𝛼
− cos2 𝛼 −sin 𝛼 cos 𝛼
−sin 𝛼 cos 𝛼 − sin2 𝛼
        cos
2 𝛼 sin 𝛼 cos 𝛼
sin 𝛼 cos 𝛼 sin2 𝛼
] (8) 
4. Calcul de déplacements nodaux du treillis 
D’après la relation (8), il est possible de déterminer les expressions des matrices de rigidité 
des barres du treillis permettant d’exprimer les relations fondamentales entre déplacements et 
efforts.  
 
Figure 7. : Eléments du treillis. 
Il est crucial de connaitre l’angle α entre le système d’axes global et le système d’axes local 𝑥′ 
pour chaque élément. Le système d’axes 𝑥′ local pour chaque élément part du nœud 1 aux 
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dans le sens anti horaire entre le système d’axes 𝑥 et 𝑥′. Pour l’élément 1, le système d’axes 
local 𝑥′1 est dirigé du nœud 1 au nœud 2, donc 𝛼 = 90°. Pour l’élément 3, le système d’axes 
local 𝑥′3 est dirigé du nœud 3 au nœud 2, l’angle 𝛼 = 135°. La construction du Tableau 1 
permet de déterminer la matrice de raideur pour chaque élément. 
 
Eléments α 𝐜𝐨𝐬 𝜶 𝐬𝐢𝐧𝜶 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝜶 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝜶 𝐜𝐨𝐬 𝜶 𝐬𝐢𝐧𝜶 
1 90° 0 1 0 1 0 

































Tableau 1. : Données du treillis. 
Les données du Tableau 1 permettent de trouver les matrices de rigidité de chaque élément du 
treillis ; les éléments qui n’y figurent pas sont parallèles à l’un des éléments du tableau. 
A partir du Tableau 1 et de la formule (8), nous écrirons la matrice de rigidité de chaque 
élément du treillis ; il est clair que la matrice de rigidité du treillis est obtenue en assemblant 
les matrices de rigidités individuelles de chaque élément du treillis. Ainsi dans l’écriture de la 
matrice de rigidité d’un élément donné, on y associe les déplacements des nœuds 
correspondants. Par exemple, à titre illustratif, les ui et vi au-dessus de chaque matrice de 
rigidité de chaque barre indiquent les degrés de liberté de la barre. Par exemple, la barre 1 
possède quatre degrés de liberté qui sont : u1, v1, u2  et v2. La Figure 8 illustre les différents 
déplacements. 
 
Figure 8. : Déplacements des nœuds du treillis. 
Les matrices de rigidité [K] pour les différentes barres sont rassemblées dans le Tableau 2. La 
matrice de rigidité du treillis [𝐾]  est de dimension  2020  ; il s’agit du nombre de degrés de 
liberté du treillis. Chaque matrice locale a quatre degrés de liberté. La matrice de rigidité [𝐾] 
du treillis s’obtient simplement en ajoutant les termes associés au degré de liberté de [𝐾𝑖] 
correspondant identiquement au degré de liberté dans [𝐾]  (technique de superposition des 
matrices). Nous illustrons cette approche, considérons le tableau suivant qui représente les 
huit premières lignes et colonnes de la matrice [𝐾]. L’élément 11  du Tableau 3 est obtenu 
u1 
u3 u5 u7 
u2 
u9 




v5 v3 v7 v9 
V4 v6 v8 v10 
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en faisant la somme de tous les éléments  𝑢1 × 𝑢1 (c’est-à-dire la ligne 𝑢1 et la colonne 𝑢1) 





















𝑢1 𝑣1    𝑢2 𝑣2
[
0 0 0 0
0 1 0 −1
0 0 0 0


































































𝑢5 𝑣5    𝑢7 𝑣7
[
1 0 −1 0
0 0 0 0
−1 0 1 0






𝑢1 𝑣1    𝑢2 𝑣2
[
1 0 −1 0
0 1 0 0
−1 0 1 0






𝑢4 𝑣4    𝑢6 𝑣6
[
1 0 −1 0
0 0 0 0
−1 0 1 0






𝑢7 𝑣7    𝑢8 𝑣8
[
0 0 0 0
0 1 0 −1
0 0 0 0


































































𝑢3 𝑣3    𝑢5 𝑣5
[
1 0 −1 0
0 0 0 0
−1 0 1 0



































































𝑢2 𝑣2    𝑢4 𝑣4
[
1 0 −1 0
0 0 0 0
−1 0 1 0






𝑢5 𝑣5    𝑢6 𝑣6
[
0 0 0 0
0 1 0 −1
0 0 0 0



























































































































































































𝑢8 𝑣8    𝑢10 𝑣10
[
1 0 −1 0
0 0 0 0
−1 0 1 0
0 0 0 0
] 






𝑢3 𝑣3    𝑢4 𝑣4
[
0 0 0 0
0 1 0 −1
0 0 0 0


































































𝑢7 𝑣7    𝑢9 𝑣9
[
1 0 −1 0
0 0 0 0
−1 0 1 0


































































𝑢6 𝑣6    𝑢8 𝑣8
[
1 0 −1 0
0 0 0 0
−1 0 1 0






𝑢9 𝑣9    𝑢10 𝑣10
[
0 0 0 0
0 1 0 −1
0 0 0 0
0 −1 0 1
] 




1u  1v  2u  2v  3u  3v  4u  4v  
1u  11         
1v          
2u          
2v          
3u          
3v          
4u          
4v  
        
Tableau 3. : Assemblage de la matrice globale [𝐾] à partir des matrices élémentaires 
C’est de cette façon que la matrice [𝐾] est construite. Un programme écrit sous Matlab qui 
permet de générer automatique cette matrice.  
 






























































































Figure 9. : Matrice [𝐾] obtenue sous Matlab. 
En tenant compte des conditions aux limites, le vecteur de déplacement des nœuds du treillis 
est : 
(𝑞) = (0, 0, 𝑢2, 𝑣2, 𝑢3, 𝑣3, 𝑢4, 𝑣4, 𝑢5, 0, 𝑢6, 𝑣6, 𝑢7, 𝑣7, 𝑢8, 𝑣8, 0,0, 𝑢10, 𝑣10)
𝑡 
 
Le vecteur des efforts appliqués sur le treillis en tenant compte des conditions aux limites est 
donné par : 




A l’aide de Matlab, nous avons résolu le système d’équations   [𝐾](𝑞) = (𝑅), et nous 
obtenons les déplacements nodaux rassemblés dans le Tableau 4. 
 
𝑢1 0,00 𝑢6 0,00  
𝑣1 0,00  𝑣6 -11,75 
𝑢2 0,78 𝑢7 1,12  
𝑣2 -2,40 𝑣7 -5,70  
𝑢3 -1,12 𝑢8 -0,29  
𝑣3 -5,70 𝑣8 -4,46  
𝑢4 0,29 𝑢9 0,00  
𝑣4 -4,46  𝑣9 0,00  
𝑢5 0,00  𝑢10 -0,78  
𝑣5 0,00  𝑣10 -2,40  
Tableau 4. : Déplacements nodaux obtenus en millimètre (mm). 
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Les valeurs des réactions dans les appuis sont données dans le Tableau 5. 
𝐹1𝑥 𝐹1𝑦 𝐹5𝑦 𝐹9𝑥 𝐹9𝑦 
13610  20336  79328  -13610  20336  
Tableau 5. : Valeurs des réactions dans les appuis en Newton (N) 
Les contraintes pour chaque barre sont données en N/mm
2
 dans le Tableau 6.  
𝜎1 -42,00  𝜎8 -41,54 𝜎15 -43,13 
𝜎2 -19,00 𝜎9 -5,08 𝜎16 21,83 
𝜎3 12,00 𝜎10 19,58 𝜎17 -19,58 
𝜎4 -8,67 𝜎11 -205,67 𝜎18 12,26 
𝜎5 -36,47 𝜎12 19,58 𝜎19 -36,47 
𝜎6 21,83 𝜎13 -41,54 𝜎20 -8,67 
𝜎7 -43,13 𝜎14 -5,08 𝜎21 -42,00 
Tableau 6. : Contraintes pour chaque barre en N/mm
2
 
Les contraintes négatives indiquent que la barre est en compression alors que les contraintes 
positives indiquent que la barre est en traction. 
Avec l’aide du logiciel Matlab, nous avons représenté le treillis et sa déformée à partir des 
données de placement de nœuds. 
 
 
Figure 10. : Treillis et sa déformée. 
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Conclusion 
Dans cet article, nous avons présenté la méthode des éléments finis appliquée à un problème 
de statique. Le problème consiste à déterminer la déformée statique du treillis hyperstatique. 
En calcul de structure, la méthode des éléments finis relève de la méthode dite aux 
déplacements car les inconnues du problème sont les déplacements, à partir desquels nous 
déterminons les contraintes. La méthode des éléments finis permet d’établir une relation entre 
les efforts sur le treillis et les déplacements des nœuds. Nous avons résolu les équations mises 
sous un format matriciel grâce au logiciel Matlab. Ainsi nous avons obtenu les déplacements 
des nœuds, les contraintes dans les barres et tracer la déformée statique du treillis. Nous avons 
montré qu’un nœud (le nœud 6) se déplace verticalement de manière sensible ; cela a permis 
de montrer que la barre afférente (barre 11) est fortement comprimée. Le calcul sous Matlab 
donne 𝜎11 =  -2,0567 × 10
8 𝑁/𝑚2, cette valeur est supérieure à la contrainte admissible de 
compression pour l’aluminium 𝜎𝑚𝑎𝑥 = -2 × 10
8 𝑁/𝑚2. Nos calculs montrent que si la 
structure étudiée (cf la Figure 4) est utilisée en pratique, l’une des barres (barre 11) va se 
rompre suite aux charges statiques appliquées. Grace à cette étude, la détermination des 
modes propres du treillis pourra être abordée ; elle permettra de tracer une déformée modale 
du treillis à chaque mode propre. Il s’agit du problème dynamique et nécessite la prise en 
charge de la masse des barres [16]. 
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